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MATHEMATICS 
ERWEITERUNG EINES VON MONTEL UND TOLSTOY 
HERRUHRENDEN SATZES. II 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of February 26, 1966) 
§ 1. Ein von FESQ 1) neuerdings bei der Ableitung moglichst schwacher 
Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Greenschen Formel ·in R<2) ange-
wandtes Verfahren laBt sich auch anwenden zur Einschrankung der 
Bedingungen des Hilfssatzes 3 unserer Arbeit [2]2); dies fiihrt (in § 3) 
zu einem Beweis von 
Hilfssatz 3*: xOy sei (inR<2>) ein positiv orientiertes, rechtwinkliges-, 
XOY ein positiv orientiertes, im allgemeinen schiefwinkliges Koordinaten-
system. ex sei der Winkel von positiver x- zur positiven X -Achse (bei 
Drehung in positivem Sinne, also O~cx<2n}, f3 der Winkel zwischen 
positiver X- und positiver Y-Achse (mit 0<f3<n). V (x, y) oder V (X, Y) 
sei ein in B definierter Vektor mit Komponenten P und Q in bezug auf 
xOy, welche nach X und nach Y linear stetig und in B beschrankt sind; 
--+ --+ 
der adjungierte Vektor )S (x, y) oder )S (X, Y) mit den Komponenten 
~=Q und :0= -P parallel zur x- bzw. y-Achse soll die Komponenten 
~x und Qy parallel zur X- bzw. Y-Achse haben. 
00 
Gibt es nun in den Punk ten von B-E, wobei E = 2, En mit jeder 
n~l 
.),_Wenge En von endlichem linearen Maf3e und abgeschlossen in B, endliche 
extreme Derivierte von ~x(X, Y) und von Qy(X, Y) nach X und nach Y, 
und gibt es eine tiber B nach Lebesgue integrierbare Funktion f(x, y}, 
fur die in fast allen Punkten von B 
(1) 
ist, so ist fur jedes abgeschlossene Parallelogramm ]CB, mit Seiten 
parallel zur X- und Y-Achse, und positiv orientiertem Rand R(J),3) 
(2) f ft f(x, y) da ~ fRw P dx + Q dy. 
1) Siehe Bibliographie [1], insbes. S. 109, llO. 
2) Siehe Bibl. [2], S. 490, 491. 
3) Auch ohne ausdriickliche Angabe haben alle in dieser Arbeit auftretenden 
Parallelogramme (und Rauten) die Eigenschaft, daJ3 ihre Seiten parallel zu OX, OY 
sind. 
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Dasselbe Verfahren, welches schon in [2], S. 492-495, ausgehend von 
Hilfssatz 3, eine Erweiterung des MoNTEL-TOLSTOvschen Satzes lieferte, 
fiihrt von Hilfssatz 3* zu folgender, weiter reichender Erweiterung des 
M.-T.schen Satzes:4) 
xOy, XOY, IX, {3 und B seien wie in Hilfssatz 3*. In B sei f(z) = 
=u(x, y)+i v(x, y) oder u(X, Y)+i v(X, Y), mit u und v reellwertig. 
Dann ist f(z) analytisch in B unter folgenden Bedingungen: 
1° u(X, Y) und v(X, Y) sind in B beschrunkt und linear stetig nach X 
und nach Y; 
00 
2° in den Punkten von B-E, wobei E= ! En mit jedem En abge-
n=l 
schlossen in B und von endlichem linearen Mafje, haben u(X, Y) und 
v(X, Y) endliche extreme Derivierte nach X und nach Y; 





d.h. in fast allen Punkten von B ist die Ableitung von f(z) parellel zur X-
Achse gleich der parallel zur Y-Achse. 
§ 2. Der Beweis von Hilfssatz 3* beruht auf die hier folgenden Hilfs-
satze A, B und C. 
Hilfssatz A. xOy, XOY, IX, {3 und B seien wie in Hilfssatz 3*; ebenso 
V mit seinen Komponenten P, Q, und f(x, y). Ist ] 0 C B ein abgeschlossenes 
Parallelogramm, mit Seiten parallel zur X- und Y-Achse, und positiv 
orientiertem Rand R(Io), und gibt es eine abgeschlossene Teilmenge E 
von 10 , von endlichem linearen MaBe A(E}, so daB in geniigend kleiner 
Umgebung eines jeden Punktes von 10 -E·lo fiir Teilparallelogramme 
(1) von Io, mit Seiten parallel zu OX und OY, und positiv orientiertem 
Rand R(I), 1mmer 
(3) fSr fda;::;;: JR(Il P dx+Q dy 
ist, so folgt 
(4) Sfr, fda- SM.A(E) ;::;;: JR(I,l P dx+Q dy, 
wobei M die (endliche) obere Grenze der Werte von jP(x, y)j, jQ(x, y)j 
bei (x, y) E B. 
Beweis. Da f L-integrierbar tiber B ist, gibt es zu s>O ein n>O 
so daB Sfnlfida<s ist fur jede meBbare Teilmenge H von B mit m(H)<rJ. 
Aus E abgeschlossen und A(E) endlich folgt weiter die Existenz einer 
4 ) Man beachte nur, daB dabei (am Ende) die Anwendung von Spezialfall 2 b) 
a us Bibl. [3], S. 268 durch die von Spezialfall 2b) mit E ='.£,En, wie in [3], S. 271 
angegeben, ersetzt werden soll. (nl 
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positiven Zahl (), mit (A(E)+rJ)·()<rJ, und endlich vieler, samtlich E 
iiberdeckender, offener Teilmengen von B: w1, w2, ... , w8 , mit 
8 
Diameter b(wJ) < () (j = 1, 2, ... , s), und I b(wJ) < A(E) + rJ· 
i~1 
Jede Menge w1 ist Teilmenge einer Raute iJ, mit Seiten parallel zu OX 
oder OY, und Seitenlange ~b(w1). Die samtlichen Rauten iiberdecken 
einen oder mehrere Teilbereiche (h, t2, ••• , tk) von / 0, mit 
k 8 
(5) m[ L t1] < sinp ·()·I b(w1)<() · [A(E)+n]<rJ. 
i~1 i~1 
Der Rand R(t1) eines solchen Teilbereiches t1 ist aufgebaut aus Seiten-
stiicken von Rauten, welche Punkte mit t1 gemein haben, ev. erganzt 
mit Stiicken von R(/0) falls es eine oder mehrere zugehorige Rauten gibt, 
welche R(Io) iiberschneiden. Daraus folgt: 
k 8 
(6) I A[R(t;)] ~I 4b(w1) <4[A(E) +n]; 




Die Komp~ementarmenge lo- I t1 ist Summe von endlich vielen 
l i~1 
Parallelogrammen I v1, welche paarweise keine gemeinsamen inneren 
i~1 
Punkte haben, und fiir deren jedes gilt: 
(8) 
wie aus (3), (7) und der Beschranktheit und linearen Stetigkeit von P 
und Q in jedem v1 folgt. 
Aus (5) und (8) folgt: 
(9) 
wahrend (6), zusammen mit IPI und IQI ~M in B, liefert: 
k k 
PO) -I fR(ti)Pdx+Qdy ~I L fR<t;>Pdx+Qdyi<4[A(E)+rJ]. 2M. 
i~1 i~1 
Aus (9) und (10) erhalt man: 
k 
Sf1o fda<s+ SR(Io) P dx+Q dy- L fR(ti) Pdx+Qdy<fR<Io) Pdx+Q dy+ 
i ~1 
+SM. A(E)+(s+8M.rJ). 
s __,.. 0, mit gleichzeitig rJ __,.. 0, liefert die gesuchte Relation ( 4). 
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Hilfssatz B. xOy, XOY, ex, {J und B seien wie in Hilfssatz 3*. Ist 
l 0 C B ein abgeschlossenes Parallelogramm, mit Seiten parallel zur X- und 
Y-Achse, und gibt es eine abgeschlossene Teilmenge E von 10 , von end-
lichem linearen MaBe A(E), so gibt es zu 'f)> 0 ein () > 0 und eine Uber-
deckung von E durch endlich viele solche Teilparallelogramme (u;) 
(j = l, ... , A.) von 10 , paarweise ohne gemeinsame inn ere Punkte, und mit: 
A A 
(11) grosste Seitenlange a(u1) <()(j = 1, ... , }.), m( 2, u1) <'YJ und L a(u;) < 
i~1 i-1 
<2[A(E)+'YJ], 
wobei jede Seite eines u1 einen Punkt von E enthalt. 
Beweis. Wie im zweiten Absatz des vorigen Beweises gibt es zu 
'f}>O ein ()>0, mit (A (E)+'f})·()<'f}, und endlich viele, samtlich E iiber-
deckende, offene Teilmengen von B: WI, w2, ••• , w8 mit 
8 
Diameter 15(w;) < () (j = 1, 2, ... , s), und 2, 15(w1) <A (E) +'f)· 
;~1 
Wieder ist jede Menge w1 Teilmenge einer Raute iJ, mit Seiten parallel 
zu OX oder OY, und Seitenlange ;;:;;15 (w;); auch ist 
8 • 
m( 2, i1) <sin {J • (). 2, 15(w1) <(). [A(E) +'f)]< 'YJ· 
i ~1 i =1 
Durch Produktbildungen entstehen aus den Rauten (i1) Teilparallelo-
gramme ih, ... , iJA von 10 , paarweise ohne gemeinsame innere Punkte, 
A 
und mit v1 · E =!= 0 und 2, v1 ~ E; dabei ist 
i=1 
A 8 8 
2, A[R(vJ)];;;;; 2, A[R(i1)] ;;:;;4 2, 15(w1)<4[A(E)+'YJ]. 
i=1 i=1 i=1 
Durch Einschrankung laBt jedes v1 sich iiberfiihren in ein (ev. entartetes) 
Parallelogramm u1, das auf jeder Seite einen Punkt von E hat. Fiir die 




Hilfssatz C. xOy, XOY, ex, {J und B seien wie in Hilfssatz 3*. Ist 
H(X, Y) in B linear stetig nach X und nach Y, so ist die Teilmenge 
G(s, 15; lo) (s>O, 15>0) eines abgeschlossenen Parallelegramms loC B 
(Seiten parallel zu OX oder OY), defi.niert durch: 
G(s, 15; lo) G[(X, Y): IH(X, Y')-H(X, Y")l ;;;;s bei 
(X, Y'), (X, Y") E lo, IY'- Y"l <15; IH(X', Y)-H(X", Y)l ;;;;s bei 
(X', Y), (X", Y) E lo, IX' -X"I <15], 
abgeschlossen. 
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Beweis. Es geniigt die Abgeschlossenheit der Teilmenge 
G'(e, 15; 1o) = G'[(X, Y): IH(X, Y')-H(X, Y")l ~e bei 
(X, Y'), (X, Y") E 1o, I Y'- Y"l < 15] 
von 1o zu beweisen. 
Ist [~', ~"] die Projektion von 1o-, g'(X) die der Menge G'(e, 15; 1o) 
auf die X-Achse (parallel zu OY), so geniigt es zu zeigen daB[~', ~"]-g'(X) 
auf der X-Achse offen ist. Dies folgt daraus daB es zu einem Punkt X 
dieser Menge ein Wertepaar Y', Y", mit (X, Y'), (X, Y") E 1o und 
IY'-Y"I<15 gibt, bei welchem IH(X, Y')-H(X, Y")i>e ist, zusammen 
mit der linearen Stetigkeit von H nach X in den Punkten (X, Y') und 
(X, Y"). 
§ 3. Beweis des Hilfssatzes 3*. Fiir jedes 1 wie in diesem 
Hilfssatz angegeben ist 
fRm p dx+Q dy= fRwP· [dX ·COS IX+dY •COS (1X+{3)) +Q· 
· [dX ·sin IX +dY ·sin (IX+ {3)] 
(12) = fRw[P cos IX+ Q sin IX] dX + [P cos (IX+ {3) + 
+Q sin (1X+{3)] dY 
=sinf3 f.~t<I>-OydX+~xdY. 
Gibt es ein solches 1, fiir das (2) nicht gilt, so folgt mit (12) fiir dieses 1: 
(13) ffz f(x, y) da>sin f3 fR(l>- 0y dX + ~x dY = fRa> P dx+Q dy. 
Die Teilmenge S von B der Punkte, welche in einer jeden Umgebung 
abgeschlossene Parallelogramme haben, fiir die es eine Relation wie (13) 
gibt, ist dann nicht leer; mit dem bekannten Lebesgueschen Majoranten-
satz iiber Folgen integrierbarer Funktionen laBt sich aus der linearen 
Stetigkeit nach X und nach Y und der Beschranktheit in B von P und 
von Q, und somit auch von :O,y und ~x, ableiten daBS in B nicht nur 
abgeschlossen ist, sondern auch keine isolierten Punkte hat. 
Betrachten wir nun ein Parallelogramm V in B, das in seinem Innern 
Punkte von S enthalt, und fiigen wir U.S aile Haufungspunkte, welche 
auf dem Rande von U liegen, hinzu; die so entstandene Menge F is perfekt. 
Fm (m= 1, 2, ... ) sei die Teilmenge von F, in deren Punkten (X, Y) 
man hat: 
(14) 
i~x(X, Y +h)- ~x(X, Y)l ~m·lhl ~ 
i~x(X +h, Y)- ~x(X, Y)l ~m·Jhi bei !hi~ 1fm, (X +h, Y) E 'f!._, 
I:O.y(X, Y +h)- :O,y(X, Y)l ~m·ih/ (X, Y +h) E U. 
i:O.y(X+h, Y)- :O,y(X, Y)i ~m·ihi 1 
Da ~x und :O,y linear-stetig nach X und nach Y sind, folgt mit Hilfssatz 2 
(in [2]) die Abgeschlossenheit von F m; auch ist 
00 00 00 
F=! Fm+E·F=! Fm+ !En· F. 
m-1 m=l n=l 
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Nach einem Baireschen Satz 5) gibt es ein Stuck m von F, das ganz zu 
einer der Mengen (F m) oder einer der Mengen (En· F) gehort. 
Fall I. Im ersten Fall gibt es also eine Menge F., in deren Punkten 
(X, Y) (14), mit v anstatt m, gilt, und mit m~ F •. 
Es sei 10 ~ U ein Parallelogramm mit 
X1~X~X2; Y~~Y~Y2,1o·F=lo·mi=O, 
1 -
und Diameter <-. Ist ~0-[X10~X~X20; Y10~Y~Y20J das kleinste 
v 
Teilparallelogramm von 10, das lo·m enthalt, so folgt mit Hilfssatz 1 
(in [2]): 
I Sx 0 ss o0y da I 5v _ _ x:o[0y(X,Y20)-0y(X,Y10)]dX- io·m oY sin/3 ~sinf3·m(Io-lo·m) 
und 
I Sy 0 y ss ol,l3x da I 5v _ _ y'o[$x(X2°, )-$x(XI0,Y)]dY- io·m :..x ~ ~~·m(Io-lo·m). 
1 u Sill/-' Sill/-' 
Addition liefert 
I n::[Oy(X, Y2°)_-0y(X, YI0)] dX + n::[$x(X2°, Y)]- $x(XI0, Y)] dY-
- ss- [o$x + oQy] ~a I~ ~Ov . m(lo-lo. m), 
%o•m aX oY sm f3 sm f3 
oder 
I sin f3. SR(io)- 0y dX + $x dY- s Sio·'1l1 [00~ + a:; J . 
· da ~ 10v · m(lo-lo · m), 
woraus mit (1) und (12) folgt: 
(15) fR(io) Pdx+Qdy ~Sio·mf(x,y)da-10v·m(lo-lo·m). 
Fiir die endlich vielen Parallelogramme, welche das Komplement von io 
in bezug auf 10 bilden, ist (2) erfiillt. Dadurch folgt mit (15): 
(16) fR(lo) P dx+Q dy~ Sio•m+(lo-io) f(x, y) da-10v·m(lo-lo·m). 
,u-malige Halbierung der Seiten von ] 0 liefert (2~')2 kongruente Teil-
parallelogramme (Jbn>), fiir deren jedes, welches im Innern Punkte von m 
enthalt, eine Relation wie (16), und fiir die iibrigen eine Relation wie (2) 
5) Dieser lautet: Wird (in R<2>) eine perfekte Menge F iiberdeckt durch abzahlbar 
viele abgeschlossene Mengen (Gm), so gibt es ein Stiick m von F, das ganz zu einer 
der Mengen (Gm) gehiirt; dabei ist ein Stiick von F, definiert durch ein offenes 
Intervall i, die Teilmenge i · F vermehrt mit ihren auf dem Rande von i liegenden 
Haufungspunkten. 
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gilt. Addition liefert a us diesen Relationen: l JR(lo) p dx+Q dy'i;;. (21')' 
'i;;. JJ<2~'>' _ f(x,y)da-10Y·m[_L'lg•>-lo·m]; 
I: {io<n> • 171 +(I o<n>- io<n>)} n = 1 
n=l 
(17) 
die (ev. entarteten oder fehlenden) Parallelogramme i~"> stehen in dem-
selben Verhaltnis zum zugehorigen J&n> wie oben io zu lo; in der letzten 
Summe (_L') in (17) deutet das Akzent an, da.B nur iiber diejenigen li,n> 
summiert wird, welche Punkte von m in ihrem Innern enthalten. 
Jeder Punkt von lo, welcher nicht zu m geh6rt, wird fiir geniigend 
(21')' 
gro.Bes f-t, und dann auch fiir aile gro.Beren !-'-Werte, au.Berhalb !' J~n> 
(21') 1 n=l 
liegen. Also ist lim m[ !' li,n>]=m(lo·m). Wegen der Totalstetigkeit des 
1<-->-00 n=l 
Integrals von f(x, y) folgt dadurch aus (17): 
JR(lo) P dx+Q dy'i;;. JJJ0 f(x, y) da. 
Diese Relation la.Bt sich analog ableiten fiir jedes Teilparallelogramm 
von 10, das Punkte von m in seinem Innern enthalt; sie gilt auch fiir die 
weiteren Teilparallelogramme. Somit erreichten wir in diesem Fall einen 
Widerspruch mit lo·m=FO. 
Fall II. Nun gibt es eine Menge En0 , mit me;;;, Eno· 
Es sei l1r;;;, U ein Parallelogramm mit 
Xa~X ~X4; Ya~Y~ Y4, l1·F=l!·m=F0. 
In geniigend kleiner Umgebung eines Punktes von Jl-11·'171 gibt es keine 
Punkte von m, und ist dadurch fiir jedes Parallelogramm i in einer solchen 
Umgebung 
(18) JR(i) P dx+Q dy'i;;. SSt! da. 
Zu e > 0 und f gibt es ein L1 > 0 so da.B fiir jede me.Bbare Teilmenge H 
von l1, mit m(H)<LI, 
ist. 
Zu jeder Zahl171) der nachNull konvergierende Folge 171 >nz> ... >1Jp> ... 
gibt es, nach Hilfssatz C, eine abgeschlossene Teilmenge Gp von l1, deren 
Punkte (X, Y) Koordinaten X, Y haben, fiir die gilt sowohl 
(19) l~x(X, Y')-~x(X, Y") I ~e und I :O,y(X, Y')-Oy(X, Y")~e 
bei (X,Y'), (X,Y")El1 und IY'-Y"I<1Jp, 
wie auch 
(20) I ~x(X', Y)-~x(X", Y)l ~e und IOy(X', Y)-Oy(X", Y)l ~ e 
bei (X',Y), (X",Y) El1 und IX'-X"I<1Jp· 
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Die nicht-abnehmende Folge G1 ~ ... ~ Gp ~ . .. konvergiert gegen 11, 
wodurch auch lim A(Gp · m) = A(m). Es gibt somit einen Wert po mit 
A(m-Gp.·m)<c; und 1Jp0 <LI. 
Nach Hilfssatz B gibt es ein Op., >0 und <1}p., und eine Uberdeckung 
von Gp. · m mittels endlich vieler abgeschlossener Parallelogramme (uJ), ~ 11. 
welche den Bedingungen 




geniigen, wobei auBerdem jede Seite eines UJ einen Punkt von Gp0 ·m 
enthalt. 
Bei u1 _ u1[Xj!' ;;;;; X ;;;;; XJ2>; YJl) ;;;;; Y;;;;; YJ2>] seien (X', Y}1>) und 
(X", Yj2>) E urGp.·m. Mit (21) und (19), (20) folgt dann, bei Xjl);;;;X;;;;Xj2 >, 
I ~x(X, Yji>) -~x(X, YJ2>)1;;;; I ~x(X, YJI>) -~x(X', Yj1>)1 + 
+I ~x(X', YJ1>) -~x(X', YJ2>)1 + l~x(X', Yj2>) -~x(X", Yj2>)1 + 
+ l~x(X", YJ2l)-~x(X, Yj2>)1 ;;;;4c;; 
analog folgt, bei Y}1>;;;;; Y;;;;; YJ2>, 
I Qy(Xji>, Y)-Qy(Xj2>, Y)j;;;;; 4c;. 6) 
Nun ist dadurch 
I fR(u1)- Qy dX +~X dYj;;;;; 8e· a(uJ); 
mit (21) folgt bei Integration urn alle u1 
I h;R(ui)- fh dX +~x dYj;;;;; 8c; ·I a(uJ) < 16e· [A(Gp0 ·m) +1Jp0], 
(i) (i) 
oder 
(22) lf,IR(U;i) Pdx+Qdyj< sinf'1·16e· [A(Gp0 ·m)+1Jp0]. 
(i) 
Die Menge !1 -!1· I UJ Uo laBt sich in endlich viele Parallelogramme 
(i) 
zerlegen; dabei ist A[Uo·(m-Gp.·m)]<c;. Mit (18) und Hilfssatz A folgt 
dadurch 
(23) fR(Uo)Pdx+Qdy~Sfu0 fda-8M·B, mit.M~jPj und~jQj in B. 
Aus (22), (23), (18bis) und (21) folgt: 
fR(Uo)+ _!R(u1) P d.c+Q dy~ SS Uo+ _Iu1fda-8M ·c;-sinf'1·16e· [A(m) +LI] -B 
(i) (i) 
oder 
fR(h} P dx+Q dy~ Sfi1 f da-c;· [SM + 16 sin P{A(m) +LI}+ 1]. 
&) Vergleiche [1], S. 109. 
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Bei s --+ 0 darf auch Ll --+ · 0 angenommen werden; dadurch folgt dann 
JR(Il) p dx+Q dy!i:;, Hil fda; 
diese Relation gilt nun auch fiir jedes Teilparallelogramm von l1. Das 
widerspricht der Annahme II ·fiJi' 0. 
§ 4. Folgerung. Die im Bereiche B reelle, endlichwertige Funktion 
u(x, y) genuge folgenden Bedingungen: 
1 o ~= und ~= existieren in B, und sind daselbst beschrankt und linear 
stetig nach x und nach y; 
00 
2° in den Punkten von B-E, wobei E= 1 En mit jedem En abge-
n~l 
schlossen in B und von endlichem linearen M af3e, haben ~= und ~= endliche 
extreme Derivierte nach x und nach y; 7) 
3° in fast allen Punkten von B ist 
()2u ()2u 
()x2 + by2 = 0. 
Dann ist u(x, y) harmonisch in B. 
Beweis. Anwendung des Theorems von§ 1 (mit .x=0,/1=~) auf 
die Funktion f(z)= ~u +i~v zeigt, daB die Analytizitat dieser Funktion 
· vy vX 
f(z) in B folgt aus den in diesem Par. gegebenen Annahmen 1°, 2°, 3° 
erganzt mit: 4° b~:y = b~:x in fast allen Punkten von B. Nach einem 
Theorem von ToLSTOV in [4], § 1 (Th. 7) u. § s,s) ist die Annahme 4° 
schon eine Folgerung der Annahmen 1 o, 2°, 3°, und kann somit unter-
bleiben. 
~=, ~= und die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von u sind nun 
stetig in B, wahrend in allen Punkten von B : bby G;) = - b(Jx (~:) ; u ist 
harmonisch in B. 
7) Dadurch existieren die vier partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von u in 
fast allen Punkten von B. 
B) Dieses von TOLSTOV wieder mittels Looman-Menchoffscher Verfahren be-
wiesene Theorem lautet in etwas vereinfachter Fassung: Aus der Existenz von 
(endlichen) Ableitungen ~, ~~ in den Punkten eines Bereiches fJ, und von end-
lichen extremen Derivierten nach x und nach y von~! , ()()~ in den Punkten einer 
()2F ()2F 
me.f3baren Menge E C Q folgt da.f3 in fast allen Punkten von E -- und --CixCiy ClyCix 
existieren und einander gleich sind. 
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